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We wszystkich zadaniach mamy do czynienia z ukÃladem (X,F , µ, T ), gdzie µ jest
miara̧ probabilistyczna̧ na σ-ciele F , a T transformacja̧ (nie koniecznie odwracalna̧)
zachowuja̧ca̧ miarȩ µ. Litera f zawsze oznacza mierzalna̧ funkcjȩ rzeczywista̧ na
X.

Zadanie 1. Powiemy, że C jest generuja̧ca̧ rodzina̧ zbiorów, jeśli

σ(
⋃
n

T−nC) = F ,

gdzie n przebiega N0 (dla transformacji nieodwracalnych) lub Z (dla odwracalnych).
Innymi sÃlowy, najmniejsze niezmiennicze σ-ciaÃlo zawieraja̧ce C jest równe F .
Wykaż, że do mieszania wystarczy aby

lim
n→∞

µ(A ∩ T−n(B)) → µ(A)µ(B)

dla dowolnych A i B z rodziny generuja̧cej.

Zadanie 2. Niech X = {1, . . . , k}S gdzie S = N0 lub Z. Niech P = {p1, . . . , pk}
bȩdzie miara̧ probabilistyczna̧ na {1, . . . , k} (czyli wektorem probabilistycznym
wymiaru k). Korzystaja̧c z zadania porzedniego wykaż, że miara produktowa P S

jest mieszaja̧ca dla transformacji ,,shift” na X.

Zadanie 3. Niech X = {1, . . . , k}N0 . Niech M bȩdzie macierza̧ stochastyczna̧
k×k dla której wszystkie wiersze macierzy Mn zbiegaja̧ do jedynego lewostronnego
wektora staÃlego dla M , P = {p1, . . . , pk} (wiemy, że jest tak, jeśli choć jedna
kolumna pewnej potȩgi macierzy M jest ścísle dodatnia). Korzystaja̧c z zadania 1
wykaż, że odpowiednia miara Markowa jest mieszaja̧ca dla transformacji ,,shift” na
X.

Zadanie 4. Udowodnij jak najprościej, że mieszanie implikuje ergodyczność.

Zadanie 5. Udowodnij, że mieszanie jest równoważne z nastȩpuja̧cym warunkiem
na rzeczywistej przestrzeni Hilberta L2(µ):

〈f |g ◦ Tn〉 → 〈f |1〉〈1|g〉

(czyli
∫

f · g ◦ Tn dµ → ∫
f dµ · ∫ g dµ).



Zadanie 6. Udowodnij, że mieszanie jest równoważne z nastȩpuja̧cym warunkiem

∀A∈F lim
n→∞

µ(A ∩ T−n(A)) → µ(A)2

(Jest to Tw. Rényi z 1958 r.) Wsk. Najpierw wywnioskować warunek z poprzedniego
zadania dla podprzestrzeni funkcji mierzalnych wzglȩdem σ-ciaÃla generowanego przez
A i jego przeciwobrazy, potem rozÃlożyć dowolna̧ funcjȩ na czȩść należa̧ca̧ do tej pod-
przestrzeni i czȩść do niej ortogonalna̧.

Zadanie 7. Udowodnij, że jeśli istnieje funkcja wÃlasna o wartości wÃlasnej α różnej
od 1 (czyli f 6= 0 i α 6= 1 takie, że f ◦ T = αf), to ukÃlad nie jest mieszaja̧cy.


